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ハイパー性質理論 

 

                             和田和行 

 

§１  公理的性質論ＭＺＦＣ 

  周知のように，公理的集合論においては正則公理ＦＡ（Foundation Axiom)が問題とさ

れる．これは集合間の帰属関係を∈で表したとき，…  ∧ｘ３∈ｘ２∧ｘ２∈ｘ１∧ｘ１∈ｘ

となる無限の集合の系列，ｘ，ｘ１，ｘ２，…  が存在しないことを主張するものである．

このとき，ｘ，ｘ１，ｘ２，… には同じものがあってもかまわない．従って，正則公理は，

ｘ∈ｘとなるような，いわば∈に関して循環する集合が存在しないことも主張している．

これに反して非正則公理ＡＦＡ（Anti Foundation Axiom)は，上記のような無限の系列や

循環を許すものである．（１） 

 この論文ではこのような非正則公理を集合のみではなく，性質に一般化することを試み

る．つまり，例えば，性質ｘがｘ自身を有することが可能となるような，性質の理論の構

成を試みる．ここではこのような理論の基礎的な体系として，公理的性質論 (Axiomatic 

Property Theory)の一つであるＭＺＦＣ（Modal ＺＦＣ）という公理体系をとる．以下に

述べるように，ＭＺＦＣは第１階の様相述語論理Ｓ５と，（選択公理Ｃを含む）

Zermelo-Fraenkel の公理的集合論ＺＦＣを組み合わせた体系である．（２）  以下ではまず，

ＭＺＦＣに基づく性質の一般的理論を述べる．次に，性質に関する正則公理ＭＦＡと，そ

れより弱い形の正則公理ＭＦＡ＊を述べる．さらに，これらに対応した，性質に関する非

正則公理ＭＡＦＡと，それより弱い形の非正則公理ＭＡＦＡ＊を述べる．そして，ＭＺＦ

ＣにＭＡＦＡを付け加えた体系ＭＺＦＣ＋ＭＡＦＡの可能世界モデルを，ＺＦＣ＋ＡＦＡ

において構成し，前者の（後者に対する相対的）無矛盾性を証明する．また，ＭＡＦＡ（あ

るいはＭＦＡ）がＭＡＦＡ＊（あるいはＭＦＡ＊）から導かれないことを，上記の可能世界

モデルを利用して証明する．最後に，ＭＡＦＡの哲学等への応用について述べる．  

 ＭＺＦＣはＺＦＣと同様，変項ｘ，ｙ，ｚ及びｕ，ｖ，ｗを有する（以下では必要に応

じてｘ１，ｘ２，… も用いる．他の変項に関しても同様とする）．ただし，これらの変項は

集合ではなく，性質を表しているとする．後にも述べるように，ＭＺＦＣにおいては集合

や個体等の対象は，性質の特殊なものとして扱われる．従って，ＭＺＦＣはいわば性質一

元論の立場をとるものである．また，ＭＺＦＣはｘ∈ｙ，ｘ＝ｙという式を有するが，こ

れらはそれぞれ，性質ｘが性質ｙを有すること，性質ｘが性質ｙと同一であることを表し

ている．ＭＺＦＣは次のような論理記号を有している．  

    結合記号： ～（否定），∧（連言），∨（選言），⊃（含意）  

                ≡（等値），□（必然），◇（可能）  

    量化記号： ∀（全称），∃（存在）  

 さらに，かっこ（ ），｛ ｝，［ ］も用いられる．ＭＺＦＣの式一般は，これらの式と

記号からＺＦＣと同様にして（ただし様相記号も用いて）構成される．これらの式をΦ，

Ψで表す．また，ＭＺＦＣにおいては新しい表現が定義によって導入されるが，ここでは

これらの定義は公理と見なすことにする .この論文では，公理，定義，定理をそれぞれ「Ａ」，
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「Ｄ」「Ｔ」で表す．また，被定義項を≡ｄｆ，＝ｄｆの左辺で表す．以下で公理，定義，定

理として述べられる式Φは，正確にはその必然性に関して閉じた式，□Φであるとする．

さらに，Φが自由変項ｘ，ｘ１，…，ｘｎを含むときは，その全称に関して閉じた式，∀ｘ

∀ｘ１…∀ｘｎ□Φであるとする．定義によって導入される項をσ，τで表す．以下では括弧

の省略等も通常の規約に従う． 

 ＭＺＦＣは（等号を含む）公理体系Ｓ５に，以下に述べる公理を付け加えたものである

（この論文ではＳ５における証明は省略する）．公理に先だって次のように定義する．  

 まず，性質ｘを有する対象が存在するとき，ｘは実在すると言い，Ｅ！（ｘ）あるいは

明らかな場合，括弧を省略してＥ！ｘと表す．  

  Ｄ１ Ｅ！（ｘ）≡ｄｆ∃ｙ（ｙ∈ｘ）  

  次に，Φ（ｘ）がｘを自由変項として含む式のとき，Φ（ｘ）となるｘが唯一つ存在す

るということを∃！ｘΦ（ｘ）と表す．即ち，  

 Ｄ２ ∃！ｘΦ（ｘ）≡ｄｆ∃ｙ∀ｘ｛Φ（ｘ）≡ｘ＝ｙ｝ 

 なお，Ｄ２における変項ｙはΦ（ｘ）において自由であるとする．また，Φ（ｘ）は自

由変項ｘを含んでいなくてもよいとする．以下，同様な表現に関しても同じように規約を

する．新しい結合記号を次のように定義する．  

  Ｄ３ Φ⇒Ψ≡ｄｆ  □（Φ⊃Ψ） 

  Ｄ４  Φ⇔Ψ≡ｄｆ  □（Φ≡Ψ） 

  Ｄ５  △Φ≡ｄｆ  Φ⇔□Φ 

  Φ⇒Ψ，Φ⇔Ψのとき，それぞれ，ΦはΨを論理的に含意する，ΦとΨは論理的に等値

であると言う．また，△Φのとき，Φは論理（確定）的であると言う．△ΦはΦ⇔◇Φあ

るいは□Φ∨□～Φと等値である．ＺＦＣと同様，次のように定義する．  

  Ｄ６ ｕ⊆ｖ≡ｄｆ∀ｘ（ｘ∈ｕ⊃ｘ∈ｖ） 

  Ｄ７ ｕ≒ｖ≡ｄｆ∀ｘ（ｘ∈ｕ≡ｘ∈ｖ） 

 さらに，次のように定義する． 

  Ｄ８ ｕ≦ｖ≡ｄｆ  □（ｕ⊆ｖ） 

 ＭＺＦＣは次のような公理を有する．（Ａ８が含む０やｖ∪｛ｖ｝は後に定義される．）  

  Ａ１  □（ｕ≒ｖ）⊃ｕ＝ｖ 

  Ａ２ ∃ｖ∀ｘ［ｘ∈ｖ⇔｛◇ｘ∈ｕ∧Φ（ｘ）｝］  

 Ａ３ ∃ｗ∀ｘ｛ｘ∈ｗ⇔（ｘ∈ｕ∧ｘ∈ｖ）｝ 

  Ａ４ ∃ｕ∀ｚ｛ｚ∈ｕ⇔（ｚ＝ｘ∨ｚ＝ｙ）｝ 

  Ａ５  ∃ｖ∀ｘ｛ｘ∈ｖ⇔∃ｗ（ｘ∈ｗ∧ｗ∈ｕ）｝  

  Ａ６ ∃ｗ∀ｖ（ｖ∈ｗ⇔ｖ≦ｕ） 

  Ａ７  ∀ｘ∀ｙ∀ｚ［｛Φ（ｘ，ｙ）∧Φ（ｘ，ｚ）｝⇒ｙ＝ｚ］⊃  

    ∀ｕ∃ｖ∀ｙ［ｙ∈ｖ⇔∃ｘ｛◇ｘ∈ｕ∧Φ（ｘ，ｙ）｝］  

 Ａ８ ∃ｕ｛０∈ｕ∧∀ｖ（ｖ∈ｕ⊃ｖ∪｛ｖ｝∈ｕ）｝  

 これらの公理はＺＦＣのそれらに対応している．ただし，前者は基本的には後者の⊃，

≡の代わりに，それぞれ⇒，⇔を含んだものである．また，Ａ６は⊆の代わりに，Ｄ８で

定義された≦が用いられている．さらに，Ａ２，Ａ７は新たに◇を含んでいる．ＺＦＣの

場合と同様にして，Ａ２～Ａ４は他の公理から導くことができる．従って，これらは必ず
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しも公理として必要ではない．ＭＺＦＣはこれらの公理に，後に述べるＡ９とＡ10 及び選

択公理Ｃを付け加えた体系である．以下ではこのようなＭＺＦＣの定理，定義を述べる．  

 性質ｕ，ｖは単にそれらの外延が等しいだけではなく，そのことが必然的であるとき，

同一であるとする．即ち，公理Ａ１が成り立つとする．  

 式Φ（ｘ）に対して∀ｘ｛ｘ∈ｕ⇔Φ（ｘ）｝となる性質ｕが存在するときは，Ａ１より

このようなｕは唯一つ存在する．以下ではこれを［ｘ：Φ（ｘ）］と表す．  

 Ｄ９  ［ｘ：Φ（ｘ）］＝ｕ≡ｄｆ∀ｘ｛ｘ∈ｕ⇔Φ（ｘ）｝ 

 以下，逐一定理としては述べないけれども，［ｘ：Φ（ｘ）］という表現が用いられると

きは，∀ｘ｛ｘ∈ｕ⇔Φ（ｘ）｝となるｕが存在することが証明される．  

  ＭＺＦＣにおいては，Ａ２における◇を除いた次の定理が成り立つ．  

  Ｔ１ ∃ｖ∀ｘ［ｘ∈ｖ⇔｛ｘ∈ｕ∧Φ（ｘ）｝］  

 Ｔ１と同様，Ａ７における◇を除いた式も同様に証明される．  

 公理あるいはＴ１に基づいて，ＭＺＦＣの項が次のように定義される． 

 Ｄ10 ０＝ｄｆ［ｘ：ｘ≠ｘ］ 

  Ｄ11 ｕ∩ｖ＝ｄｆ［ｘ：ｘ∈ｕ∧ｘ∈ｖ］ 

  Ｄ12 ｕ－ｖ＝ｄｆ［ｘ：ｘ∈ｕ∧～ｘ∈ｖ］ 

  Ｄ13 ｕ∪ｖ＝ｄｆ［ｘ：ｘ∈ｕ∨ｘ∈ｖ］  

 Ｄ14  ｛ｘ，ｙ｝＝ｄｆ［ｚ：ｚ＝ｘ∨ｚ＝ｙ］ 

  Ｄ15  ｛ｘ｝＝ｄｆ｛ｘ，ｘ｝ 

  Ｄ16  １＝ｄｆ｛０｝ 

  Ｄ17  ＜ｘ，ｙ＞＝ｄｆ｛｛ｘ｝，｛ｘ，ｙ｝｝ 

  Ｄ18 ∪ｕ＝ｄｆ［ｘ：∃ｖ（ｘ∈ｖ∧ｖ∈ｕ）］ 

 Ｄ19 ∩ｕ＝ｄｆ［ｘ：ｘ∈∪ｕ∧∀ｖ（ｖ∈ｕ⊃ｘ∈ｖ）］  

  Ｄ20 Pw（ｕ）＝ｄｆ［ｖ：ｖ≦ｕ］ 

 これらの項はＺＦＣのそれらに対応している．ただし，これらは性質を表している．ま

た，Ｄ20 においては，⊆の代わりに≦が用いられている．  

 

§２  集合 

 ＭＺＦＣにおいては，集合を性質の特殊なものとして，つまり論理（確定）的な性質と

して扱う．即ち，ＭＺＦＣにおいては，性質ｕは集合であるということを SET（ｕ）と表

し，次のように定義する． 

  Ｄ１  SET（ｕ）≡ｄｆ∀ｘ△ｘ∈ｕ 

 §１のＤ５より，SET（ｕ）ということは，∀ｘ（ｘ∈ｕ⇔□ｘ∈ｕ）ということであ

る．後にも述べるように，集合をこのようなものと考えれば，ＭＺＦＣにおいてＺＦＣの

公理（に対応したＭＺＦＣの式）をすべて証明することができる．より正確に言えば，Ｚ

ＦＣにおいて集合でないアトム（atom）の存在の可能性を認めた体系ＺＦＣＡの公理をす

べて証明できる．もちろん，この場合，アトムは集合でない性質である．以下では変項α，

β，γで集合を表す．ここでは集合でない性質が存在するとする．即ち，  

  Ａ９ ∃ｕ～SET（ｕ） 

 また，任意の性質ｕに対して，それと外延が等しい集合αが存在するとする．  
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 Ａ10  ∀ｕ∃α（ｕ≒α） 

 Ａ10 より，Ａ９は次のような，性質一般に関する外延性の公理の否定と等値となる．  

  Ｔ１ ～∀ｕ∀ｖ（ｕ≒ｖ⊃ｕ＝ｖ） 

 定義より，∀ｕ△SET（ｕ）となる．また，任意のαに対して∀ｘ△ｘ∈αである．そ

れ故，式Φが SET（ｕ），ｘ∈α，ｘ＝ｙという形の式から，論理記号を用いて構成され

るとき，あるいは定義によってそのような式と論理的に等値となるとき，Φは論理確定的

となる，即ち，△Φとなる．通常ＺＦＣＡで用いられる式Φは，上記のようにして構成さ

れる．従って，ＺＦＣＡの式Φは論理確定的である．  

 定義より明らかに，０は集合である．また，任意のｘ，ｙに対して，｛ｘ，ｙ｝，｛ｘ｝，

１，＜ｘ，ｙ＞及び  Pw（ｘ）も集合となる． 

 さらに，集合α，βに対しては，α∩β，α－β，α∪βも集合となる．以下，逐一定

理としては述べないけれども，ある性質が集合と言われるときは，そのことが証明される．

また，［ｘ：Φ（ｘ）］が集合になるときは，ＺＦＣと同様これを｛ｘ：Φ（ｘ）｝と表す．  

§１のＤ18，Ｄ19 より明らかに，αが集合の集合のとき，即ち∀ｘ｛ｘ∈α⊃SET（ｘ）｝

のとき，次の定理が成り立つ． 

  Ｔ２  ∪α＝｛ｘ：∃γ（ｘ∈γ∧γ∈α）｝ 

 Ｔ３  ∩α＝｛ｘ：ｘ∈∪α∧∀γ（γ∈α⊃ｘ∈γ）｝  

 任意の集合α，βに対しては，（β⊆α）⇔（β≦α）となる．それ故，§１のＤ20 よ

り，集合の集合αに対しては，次の定理が成り立つ．  

  Ｔ４  Pw（α）＝｛β：β⊆α｝ 

 それ故，集合のみが問題とされているときは，§１のＤ10～Ｄ20 で定義された表現は，

ＺＦＣＡのそれと同じものとして扱うことができる．  

  先にも述べたように，ＭＺＦＣにおいてはＺＦＣＡの公理をすべて証明することができ

る．まず，SET（０）であるから， 

 Ｔ５ ∃ｘSET（ｘ） 

 また，集合α，βに対しては，（α≒β）⇔□（α≒β）となる．それ故，Ａ１より，  

 Ｔ６ （α≒β）⊃α＝β 

 即ち，ＺＦＣＡの外延性の公理が成り立つ．  

 §１のＴ１より，任意のαと式Φ（ｘ）に対して，∀ｘ［ｘ∈ｖ⇔｛ｘ∈α∧Φ（ｘ）｝］

となるｖが存在するが，このようなｖに対してはＡ10 より，ｖ≒βとなる集合βが存在す

る．それ故，ＺＦＣＡの部分集合の公理が成り立つ．即ち，  

 Ｔ７ ∃β∀ｘ［ｘ∈β≡｛ｘ∈α∧Φ（ｘ）｝］  

 同様に，ＺＦＣＡの他の公理も証明される．即ち，  

 Ｔ８ ∃γ∀ｘ｛ｘ∈γ≡（ｘ∈α∧ｘ∈β）｝ 

  Ｔ９ ∃α∀ｚ｛ｚ∈α≡（ｚ＝ｘ∨ｚ＝ｙ）｝ 

 Ｔ10 ∃β∀ｘ｛ｘ∈β≡∃γ（ｘ∈γ∧γ∈α）｝  

  Ｔ11 ∃β∀ｘ［ｘ∈β≡｛SET（ｘ）∧ｘ⊆α｝］ 

 Ｔ12  ∀ｘ∀ｙ△Φ（ｘ，ｙ）⊃ 

    ｛∀ｘ∀ｙ∀ｚ［｛Φ（ｘ，ｙ）∧Φ（ｘ，ｚ）｝⊃ｙ＝ｚ］⊃  

     ∀α∃β∀ｙ［ｙ∈β≡∃ｘ｛ｘ∈α∧Φ（ｘ，ｙ）｝］｝  
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 Ｔ13 ∃α｛０∈α∧∀β（β∈α⊃β∪｛β｝∈α）｝  

 先にも述べたように，通常ＺＦＣＡで用いられる式Φ（ｘ，ｙ）に対しては，∀ｘ∀ｙ

△Φ（ｘ，ｙ）となる．それ故，Ｔ12 はＺＦＣＡの置換公理と見なすことができる．  

 以下では，ＺＦＣＡにおけると同様に，種々の定義がなされているとする．例えば，関

係，関数が次のように定義されているとする．  

 Ｄ４ REL（α）≡ｄｆ  ∀ｘ｛ｘ∈α⊃∃ｙ∃ｚ（ｘ＝＜ｙ，ｚ＞）｝  

 Ｄ５ FNC（α）≡ｄｆ  REL（α）∧ 

             ∀ｘ∀ｙ∀ｚ｛（＜ｘ，ｙ＞∈ｕ∧＜ｘ，ｚ＞∈ｕ）⊃ｙ＝ｚ｝  

 なお，Ｄ４は変項αを用いた条件的定義の形で述べたが，正確にはαの代わりｕを用い，

≡ｄｆの右辺に‘∧SET（ｕ）’が付加されるものとする．他の定義に関しても同様とする．

以下では関数を変項ｆで表す．そして関数ｆの定義域を Dom（ｆ），値域を Rg（ｆ）とす

る．  

 Ｄ６ Dom（ｆ）＝ｄｆ｛ｘ：∃ｙ（＜ｘ，ｙ＞∈ｆ）｝ 

 Ｄ７ Rg（ｆ）＝ｄｆ｛ｙ：∃ｘ（＜ｘ，ｙ＞∈ｆ）｝ 

 関数ｆがｘに対応させる対象をｆ（ｘ）あるいはｆｘと表す．そしてｆ（ｘ）自身が関

数のとき，ｆ（ｘ）がｙに対応させる対象をｆ（ｘ）（ｙ）あるいはｆ（ｘ，ｙ）と表す．

さらに，項σ（ｘ）が与えられたとき，αの元ｘに対してσ（ｘ）を対応させる関数を，

λｘ∈ασ（ｘ），あるいはαが明らかな場合はλｘσ（ｘ）と表す．さらに，以下では上

記のもの以外にもＺＦＣＡにおける種々の定義がなされていると仮定する．  

 ここでは，次のような形の選択公理（Axiom of Choice）をＣとする． 

 Ｃ ∀α∃ｆ∀β｛（β∈α∧β≠０）⊃ｆ（β）∈β｝  

 なお，この場合のｆ（β）∈βは，∃ｘ（＜β，ｘ＞∈ｆ∧ｘ∈β）の省略とする．  

 先にも述べたように，ＭＺＦＣはＡ１～Ａ10 及びＣを公理とする体系である．上に述べ

たことから，ＺＦＣＡの公理はすべてＭＺＦＣにおいて証明される．  

  ここでは，ＺＦＣＡの公理には含めないが，次のような公理を正則公理ＦＡとする．  

 ＦＡ α≠０⊃∃ｘ（ｘ∈α∧ｘ∩α≠０） 

 最初に述べたように，ＦＡは次のようなＦＡ１と等値になることがＺＦＣＡにおいて証

明される． 

 ＦＡ１ … ∧ｘ３∈ｘ２∧ｘ２∈ｘ１∧ｘ１∈ｘとなる無限の系列，ｘ，ｘ１，ｘ２，… は

存在しない 

 次に，集合に関する非正則公理ＡＦＡを述べるが，それに先だって次のように定義する．

まず，ある（空でない）集合をＮとし，Ｎの元を節（node）と言う．以下では，変項ｎ，

ｍは節を表すとする．ｎとｍの順序対＜ｎ，ｍ＞を縁（edge）と言い，縁の集合をＥで表

す．ある節の集合Ｎと，その縁の集合Ｅから構成される順序対＜Ｎ，Ｅ＞をグラフ（graph）

と言い，Ｇで表す．Ｇ＝＜Ｎ，Ｅ＞のとき，Ｎの元をＧの節とも言う（縁等に関しても同

様に規約をする）．グラフ＜Ｎ，Ｅ＞と＜Ｎ１，Ｅ１＞において，Ｎ⊆Ｎ１，Ｅ⊆Ｅ１のとき，

前者は後者の部分（グラフ）であると言う．  

 ＜ｎ，ｍ＞∈Ｅのとき，ｎはｍの親（parent）である，あるいはｍはｎの子（child）で

あると言い，ｎ→ｍと記す．また，＜ｎ，ｎ１＞と＜ｎ１，ｎ２＞が縁のとき，ｎ→ｎ１→

ｎ２と記す．節の有限あるいは無限の系列を経路（path）と言う．なお，経路の節は重複
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してもよく，従って循環してもよいとする．もちろん，その場合，経路は無限になる．ｎ

→ｎ１→ ．．．→ｎｋとなる経路が存在するとき，ｎはｎｋの祖先（ancestor）である，ある

いはｎｋはｎの子孫（descendant）であると言う．グラフＧの節ｎは，ｎ以外のすべての

節がｎの子孫であるとき，到達可能（accessible）であると言う（ｎは n 自身の子孫であ

ってもなくてもどちらでもよい）．あるグラフにおける到達可能な節は，複数存在しうる．

以下で問題とされるグラフは，到達可能な節を有しており，またその特定の一つが先頭の

節（point）として指定されているとする．   

  グラフＧのタグ（tag）とは，Ｇの子のないすべての節に，空集合０あるいはアトムを対

応させる関数ｔである．先にも述べたように，ここでアトムというのは集合でない性質で

ある．タグｔを有するＧの飾り（decoration）とは，Ｇの節全体を定義域とする，次の条

件を満たす関数ｄである． 

  Ｄ７ (1) ｎに子がないとき，ｄｎ＝ｔｎ  

    (2) ｎに子があるとき，ｄｎ＝｛ｄｍ：ｎ→ｍ｝ 

 アトムを考えない場合は，(1)のｔｎは０とする．もちろん，このときタグを考える必要

はない．なお，以下では明らかな場合，言及を省略するが，アトムを認める場合は，グラ

フに対してあるタグｔが与えられているとする．  

  あるグラフＧの飾りｄが存在し，Ｇの先頭の節ｎに対してｄｎ＝ｘとなるとき，ｘはＧ

によって描かれる（pictured），あるいはＧはｘを描くと言う． 

 ここで任意の集合αに対して，タグｔを有するグラフＧを次のように帰納的に定義する．

まず，先頭の節をα自身とする．そして，Ｇの節ｎが集合であり，またｘ∈ｎのとき，ｘ

をＧの節としｎ→ｘとする．ｎが集合でないかあるいは０のときは，ｔ（ｎ）＝ｎとする．

このようなＧをαの基準的 (canonical)なグラフと言い，ＧＣ（α）と表す．αの基準的グ

ラフＧの節にそれ自身を対応させる関数ｄは，明らかにＧの飾りであり，またｄα＝αで

ある．それ故，任意の集合αに対して，αを描くグラフＧが存在することになる．  

 非正則公理ＡＦＡは，次のような形で与えられる．  

  ＡＦＡ すべてのグラフは唯一つの飾りを有する  

 先に述べたように，ＡＦＡからはＦＡ１におけるような無限の系列の存在が導かれる． 

 

§３  事態 

  事態というのは，文の意味あるいは内包とされているものであるが，ここでは集合の場

合と同様，事態を性質の特殊なものと考える．つまり，事態ｘは，ｘを有するものが必ず

０であるような性質と考える．即ち，性質ｘは事態であるということを，PROP（ｘ）と

表し，次のように定義する． 

 Ｄ１ PROP（ｘ）≡ｄｆ  ｘ≦１ 

 §１のＤ20 より，Pw（１）は事態全体の集合である．以下では，変項ｐ，ｑでこのよう

な事態を表す．また，ここではｐが真である，あるいは事実であるということは，０∈ｐ

ということであるとする．§１のＤ１より明らかに，０∈ｐ⇔Ｅ！ｐである．以下では明

らかな場合，特に結合記号と共に用いられる場合，Ｅ！ｐの代わりに単にｐとも記す．例

えば，～Ｅ！ｐ，□Ｅ！ｐ，Ｅ！ｐ⇒Ｅ！ｑの代わりにそれぞれ，～ｐ，□ｐ，ｐ⇒ｑと

記す．このように規約をすれば，変項ｐ，ｑ，ｒを式としても扱うことができる．これら
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の定義に従って，直観的に事態が満たすべきと考えられる，次の二つの条件が証明される．  

  Ｔ１  （ｐ⇔ｑ）≡（ｐ＝ｑ） 

  Ｔ２ ∃ｐ（ｐ⇔Φ） 

 ０≦１，１≦１であるから，０，１は事態である．また次の定理が成り立つ．  

  Ｔ３ ｐ＝０ ≡ ～◇ｐ 

  Ｔ４  ｐ＝１ ≡ □ｐ 

 ここでｐが原子的事態であるということを ATOM（ｐ）と表し，次のように定義する． 

 Ｄ２ ATOM（ｐ）≡ｄｆ◇∀ｑ｛ｑ≡（ｐ⇒ｑ）｝ 

 ＭＺＦＣにおいては，このような原子的事態が存在することが証明される．ここでは原

子的事態をいわゆる可能世界であると考え，変項ｉ，ｊ，ｋで表す．可能世界も事態であ

るから，可能世界全体の集合が存在する．以下ではこれをＩとする．また，変項ｐ，ｑの

場合と同様，◇Ｅ！ｉを◇ｉ，Ｅ！ｉ⇒Ｅ！ｐをｉ⇒ｐ，等と記す．実在する可能世界ｉ，

即ち，Ｅ！ｉとなるｉを現実の世界とする．実際，Ｅ！ｉのときは，ｉは事実を，そして

事実のみを論理的に含意する，即ち，∀ｑ｛ｑ≡（ｉ⇒ｑ）｝となる．また，このような現

実の世界が唯一つ存在するということも証明される．   

 （可能）世界ｉと事態ｐに対して，ｉ⇒ｐとなるとき，ｐはｉにおいて真であると言う．

このように可能世界における真という概念を定義すれば，通常の可能世界意味論における

定義や定理がすべて証明される．例えば，  

  Ｔ５ （ｉ⇒～ｐ）≡～（ｉ⇒ｐ） 

  Ｔ６ ｛ｉ⇒（ｐ∧ｑ）｝≡｛（ｉ⇒ｐ）∧（ｉ⇒ｑ）｝  

  Ｔ７ ｛ｉ⇒（ｐ∨ｑ）｝≡｛（ｉ⇒ｐ）∨（ｉ⇒ｑ）｝  

  Ｔ８ ｛ｉ⇒（ｐ⊃ｑ）｝≡｛（ｉ⇒ｐ）⊃（ｉ⇒ｑ）｝  

  Ｔ９ ｛ｉ⇒（ｐ≡ｑ）｝≡｛（ｉ⇒ｐ）≡（ｉ⇒ｑ）｝  

  Ｔ10 ｛ｉ⇒∀ｘφ（ｘ）｝≡∀ｘ｛ｉ⇒φ（ｘ）｝  

  Ｔ11 ｛ｉ⇒∃ｘφ（ｘ）｝≡∃ｘ｛ｉ⇒φ（ｘ）｝  

  Ｔ12 （ｉ⇒□ｐ）≡∀ｊ（ｊ⇒ｐ）  

  Ｔ13 （ｉ⇒◇ｐ）≡∃ｊ（ｊ⇒ｐ）  

 また，ライプニッツの主張に対応した，次のような定理も証明される．  

  Ｔ14 □ｐ≡∀ｉ（ｉ⇒ｐ） 

 Ｔ15 ◇ｐ≡∃ｉ（ｉ⇒ｐ） 

 さらに，以下に述べるように，すべての性質は，いわゆる付値関数に相当するものと一

対一に対応する．まず，性質ｕと世界ｉに対して，ｘ∈ｕがｉにおいて真となるｘ全体の

集合｛ｘ：ｉ⇒ｘ∈ｕ｝を，ｕのｉにおける外延と言う．このとき，任意の性質ｕは，任

意のｉに対してｕのｉにおける外延を対応させる関数と一対一に対応する．つまり，関数

Ｖ（ｕ）をＤ３のように定義すれば，Ｔ16 が成り立つ． 

 Ｄ３ Ｖ（ｕ）＝ｄｆλｉ｛ｘ：ｉ⇒ｘ∈ｕ｝ 

 Ｔ16 Ｖ（ｕ）＝Ｖ（ｖ）≡ｕ＝ｖ 

  さらに，定義域を可能世界全体の集合とし，各々の世界にある集合を対応させる関数ｆ

は，あるｕに対するＶ（ｕ）となる．即ち，  

 Ｔ17 ｛Dom（ｆ）＝Ｉ∧∀ｉSET（ｆｉ）｝⊃∃ｕ（Ｖ（ｕ）＝ｆ） 
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  ｕが集合のときは，Ｖ（ｕ）はすべての世界にｕ自身を対応させる関数となり，この逆

も言える．即ち，  

 Ｔ18 SET（ｕ）≡∀ｉ（Ｖ（ｕ，ｉ）＝ｕ） 

 もちろん，Ｖ（ｕ，ｉ）はＶ（ｕ）がｉに対応させる対象である．特に空集合０に対し

て，Ｖ（０）はすべての世界に０自身を対応させる関数である．また，ｕが集合であると

いうことは，ｕのどの世界における外延も同一である，ということである．即ち，  

  Ｔ19  SET（ｕ）≡∀ｉ∀ｊ｛Ｖ（ｕ，ｉ）＝Ｖ（ｕ，ｊ）｝  

 さらに，世界ｉに対しては，Ｖ（ｉ）はｉに１を，ｉ以外の世界ｊに対しては０を対応

させる関数となる．即ち， 

  Ｔ20 Ｖ（ｉ，ｉ）＝１∧∀ｊ｛ｉ≠ｊ⊃Ｖ（ｉ，ｊ）＝０｝  

 

§４  性質に関する正則公理と非正則公理  

  正則公理ＦＡを性質に一般化した公理をＭＦＡとする．即ち，  

 ＭＦＡ Ｅ！ｕ⊃∃ｘ｛ｘ∈ｕ∧∀ｙ（◇ｙ∈ｘ⊃～ｙ∈ｕ）｝  

 次のような条件を満たす性質ｘを正則的（well-founded）であると言う． 

 Ｄ１ (1)  … ∧◇ｘ３∈ｘ２∧◇ｘ２∈ｘ１∧◇ｘ１∈ｘとなる無限の系列，ｘ，ｘ１， 

ｘ２，… は存在しない 

 §３のＴ15 より，(1)は次の(2)と等値である．    

    (2)  …  ∧（ｉ２⇒ｘ３∈ｘ２）∧（ｉ１⇒ｘ２∈ｘ１）∧（ｉ⇒ｘ１∈ｘ）となる世

界の系列，ｉ，ｉ１，ｉ２，… 及び無限の系列，ｘ，ｘ１，ｘ２，… は存在しない  

 もちろん，(1)，(2)におけるｉ，ｉ１，ｉ２，… 及びｘ，ｘ１，ｘ２，… には同一なもの

があってもかまわない．従って，それらは循環する場合も含んでいる． 

  ここで次のような公理をＭＦＡ１とする．  

 ＭＦＡ１ すべての性質は正則的である  

 ＭＦＡとＭＦＡ１は等値である．実際，ＭＦＡを仮定する．このとき，もしＤ１の (1)

におけるような系列，ｘ，ｘ１，ｘ２，…  が存在したならば，これらの集合をαとする．

Ｅ！αであるから，ＭＦＡより∃ｘ｛ｘ∈α∧∀ｙ（◇ｙ∈α⊃～ｙ∈α）｝となるが，こ

れは明らかに(1)の系列の条件に矛盾する．従って，ＭＦＡ１が成り立つ．  

 逆に，ＭＦＡ１を仮定する．さらに，（背理法の仮定として）ＭＦＡが成り立たないとす

る．このとき，◇［Ｅ！ｕ∧∀ｘ｛ｘ∈ｕ⊃∃ｙ（◇ｙ∈ｘ∧ｙ∈ｕ）｝］であり，従って

§３のＴ15 より，ｉ⇒［Ｅ！ｕ∧∀ｘ｛ｘ∈ｕ⊃∃ｙ（◇ｙ∈ｘ∧ｙ∈ｕ）｝］…①となる

ｉ，ｕが存在する．このようなｉ，ｕに対しては，§３のＴ６より，ｉ⇒Ｅ！ｕ．従って，

§３のＴ11 より，ｉ⇒ｘ∈ｕとなるｘが存在する．このようなｘに対しては，①，§３の

Ｔ10，Ｔ８より，ｉ⇒∃ｙ（◇ｙ∈ｘ∧ｙ∈ｕ），従って，ｉ⇒（◇ｘ１∈ｘ∧ｘ１∈ｕ）

となるｘ１が存在する．このようなｘ１に対しては，§３のＴ13 より，ｉ１⇒ｘ１∈ｘかつ

ｉ⇒ｘ１∈ｕ．同様に，ｉ，ｘ１に対しては，ｉ２⇒ｘ２∈ｘ１かつｉ⇒ｘ２∈ｕとなるｉ２，

ｘ２が存在する．このような過程は無限に続く．それ故，選択公理を用いれば，Ｄ１の(2)

におけるような無限の系列が存在してしまう．従ってＭＦＡが成り立つ．   

  ここで順序数μに対して，集合Ｆ（μ）を次のように帰納的に定義する． 

  Ｄ２ (1)  Ｆ（μ＋１）＝Pw（Ｆμ） 
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       (2) Ｆ（μ）＝∪｛Ｆ（μ１）：μ１＜μ｝ （μが超限数のとき） 

  ＭＺＦＣにおいては，集合論の証明と同様にして，∀ｘ∃μ｛ｘ∈Ｆ（μ）｝とＭＦＡは等

値であることが示される．従って，ＭＦＡ，ＭＦＡ１，∀ｘ∃μ｛ｘ∈Ｆ（μ）｝はすべて等

値である． 

  ここで，ＭＦＡから◇を除いた，次のような形の正則公理をＭＦＡ＊とする． 

  ＭＦＡ＊ Ｅ！ｕ⊃∃ｘ｛ｘ∈ｕ∧∀ｙ（ｙ∈ｘ⊃～ｙ∈ｕ）｝  

 次のような条件を満たす性質ｘを正則的＊であると言う． 

 Ｄ３  (1)＊ ◇（…  ∧ｘ３∈ｘ２∧ｘ２∈ｘ１∧ｘ１∈ｘ）となる無限の系列，ｘ，ｘ１，

ｘ２，… は存在しない 

 (1)＊は次の(2)＊と等値である．    

    (2)＊  … ∧ｘ３∈ｘ２∧ｘ２∈ｘ１∧ｘ１∈ｘ がｉにおいて真となる，世界ｉ及び

無限の系列，ｘ，ｘ１，ｘ２，… は存在しない 

 Ｄ３の(2)＊は，Ｄ１の(2)において世界ｉ，ｉ１，ｉ２，… がすべて同一の場合と考える

ことができる．ここで次のような公理をＭＦＡ１＊とする． 

  ＭＦＡ１＊  すべての性質は正則的＊である 

 ＭＦＡとＭＦＡ１の場合と同様にして，ＭＦＡ１＊はＭＦＡ＊と等値となることが証明さ

れる．明らかに，ＭＺＦＣにおいてはＭＦＡからＭＦＡ＊を導くことができる．しかし，

この逆は成り立たない（このことは後に証明される）．なお，明らかに，ＭＦＡ＊  従ってＭ

ＦＡからは，§２で述べた集合に関する正則公理ＦＡを導くことができる．  

 次に，性質に関する非正則公理ＭＡＦＡを述べるが，それに先だって次のように定義す

る．まず，次のようなグラフＧを可能世界グラフと言う．Ｇは通常のグラフのように節を

有するが，これらを§２と同様，ｎ，ｍで表す．ただし，Ｇの縁はｎ，ｍとある可能世界

ｉから構成される組＜ｎ，ｉ，ｍ＞とする．以下では，＜ｎ，ｉ，ｍ＞が縁のとき，ｎ→

ｉ→ｍと記す．また＜ｎ，ｉ，ｎ１＞と＜ｎ１，ｊ，ｎ２＞が縁のとき，ｎ→ｉ→ｎ１→ｊ

→ｎ２と記す．さらに，経路等のグラフに関する概念も§２で述べたと同様に定義される

ものとする．そして，可能世界グラフは先頭の節を有するとする．  

 次に，可能世界グラフＧの可能世界飾りを，§３のＤ３に基づき，次の条件を満たす，

Ｇの節全体を定義域とする関数ｄとして定義する（以下明らかな場合は「可能世界」を省

略する）． 

  Ｄ４  任意の節ｎに対して，Ｖ（ｄｎ）＝λｉ｛ｄｍ：ｎ→ｉ→ｍ｝  

  集合に関するグラフと同様，ある可能世界グラフＧの飾りｄと先頭の節ｎに対してｄｎ

＝ｘとなるとき，ｘはＧによって描かれる，あるいはＧはｘを描くと言う．  

 ここで任意の性質ｕに対して，可能世界グラフＧを次のように帰納的に定義する．まず，

先頭の節をｕ自身とする．そして，Ｇの節ｎに対してｉ⇒ｘ∈ｎのとき，即ちｘ∈Ｖ（ｎ，

ｉ）のとき，ｘをＧの節であるとし，またｎ→ｉ→ｘとする．つまり，任意のｉ及びＧの

節ｎに対して，次のことが成り立つとする  

 （ｉ） Ｖ（ｎ，ｉ）＝｛ｍ：ｎ→ｉ→ｍ｝ 

 このようなＧをｕの基準的な可能世界グラフと言う．ｕの基準的な可能世界グラフＧの

節に対してそれ自身を対応させる関数をｄとする．このとき，任意のｉ及びＧの節ｎに対

しては（ｉ）より，Ｖ（ｄｎ，ｉ）＝｛ｄｍ：ｎ→ｉ→ｍ｝である．従って，Ｄ４よりｄ
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はＧの飾りであり，ｄｕ＝ｕとなる．それ故，任意のｕに対して，ｕを描く可能世界グラ

フＧが存在することになる． 

 明らかに正則的な性質の基準的グラフは，無限の経路を含まない．非正則公理ＭＡＦＡ

は，無限の経路も含むすべての可能世界グラフがある性質を一義的に描く，と考えるもの

である．即ち，ＭＡＦＡは次のような形で与えられる．  

  ＭＡＦＡ すべての可能世界グラフは唯一つの飾りを有する  

 以下に述べるように，ＭＡＦＡからは§２で述べたＡＦＡを導くことができる．まず，

§２で述べた（タグｔを有する）グラフＧに対して，可能世界グラフＧ１を次のように定

義する．即ち，Ｇの節ｎ，ｍに対してｎ→ｍのとき，Ｇ１において∀ｉ（ｎ→ｉ→ｍ）と

する．また，Ｇにおいてｎが子を有しないとき，ｔｎを描くある可能世界グラフＧ（ｔｎ）

の先頭の節をｎで置き換え，それをＧ１の部分グラフとして付け加える（ここではＧとＧ

（ｔｎ）は共通の節をもたないとする）．このようなＧ１に対してはＭＡＦＡより，その可

能世界飾りｄ１が存在する．このようなｄ１に対して，Ｇの節全体を定義域とする関数ｄを，

ｄｎ＝ｄ１ｎと定義する．このとき，ｄはＧの飾りになる．実際，子を有するＧの節ｎに

対しては，Ｄ４及びＧ１の定義より，任意のｉ，ｊに対して，Ｖ（ｄ１ｎ，ｉ）＝｛ｄ１ｍ：

ｎ→ｉ→ｍ｝＝｛ｄ１ｍ：ｎ→ｊ→ｍ｝＝Ｖ（ｄ１ｎ，ｊ）．それ故，Ｖ（ｄ１ｎ，ｉ）＝Ｖ

（ｄ１ｎ，ｊ）．従って，§３のＴ19 よりｄ１ｎは集合である．それ故，§３のＴ18 より，

任意のｉに対して，Ｖ（ｄ１ｎ，ｉ）＝ｄ１ｎ．従ってＤ４より，ｄ１ｎ＝｛ｄ１ｍ：ｎ→

ｉ→ｍ｝＝｛ｄｍ：ｎ→ｍ｝．従って，ｄｎ＝ｄ１ｎ＝｛ｄｍ：ｎ→ｍ｝となる．また，子

を有しないＧの節ｎに対してはＧ１の定義より，ｄｎ＝ｄ１ｎ＝ｔｎ．従って§２のＤ７よ

り，ｄはＧの飾りになっている． 

 また，（ｄと同じタグｔを有する）Ｇの飾りｄ２が与えられているする．このとき，子を

有するＧの節ｎに対して，ｄ２ｎは集合である．従って，§３のＴ18 及びＧ１の定義より，

任意のｉに対して，Ｖ（ｄ２ｎ，ｉ）＝ｄ２ｎ＝｛ｄ２ｍ：ｎ→ｍ｝＝｛ｄ２ｍ：ｎ→ｉ→

ｍ｝．従って，ＭＡＦＡよりＧ１の飾りはｄ１のみであるから，子を有するＧの節ｎに対し

て，ｄ２ｎ＝ｄ１ｎ＝ｄｎ．また，子を有しないＧの節ｎに対しては，ｄ２ｎ＝ｔｎ＝ｄｎ．

従って，ｄ２＝ｄ．従ってｄはＧの唯一の飾りである．それ故，ＡＦＡが成り立つ．従っ

て，ＭＡＦＡはＡＦＡを性質に一般化したものとみなすことができる．  

  可能世界グラフＧの飾りｄと節ｎに対しては，Ｖ（ｄｎ）＝λｉ｛ｘ：ｉ⇒ｘ∈ｄｎ｝

だからＤ４より，任意のｉ及びＧの節ｎに対して，｛ｄｍ：ｎ→ｉ→ｍ｝＝｛ｘ：ｉ⇒ｘ∈

ｄｎ｝．従って， 

 （ⅱ） ｎ→ｉ→ｍ≡（ｉ⇒ｄｍ∈ｄｎ）  

  ＭＡＦＡを仮定すれば，次頁のグラフⅠにおいてはｎ→ｉ→ｎだから，（ⅱ）よりｉ⇒ｄ

ｎ∈ｄｎとなる飾りｄが存在する（以下ではグラフを図に描くとき，先頭の節を一番上に

記す）．従って，ｉ⇒ｘ∈ｘとなるｘが存在する．それ故，ＭＡＦＡを仮定すれば，Ｄ３の

(2)＊は成り立たず，従ってＭＦＡ１＊及びＭＦＡ＊も成り立たない．それ故，もちろんＭＦ

Ａも成り立たない． 

  世界ｉに対してｎ→ｉ→ｎ１→ｉ→．．．となる無限の経路が存在しないような可能世界

グラフを，ｉに関して正則的であると言う．ここで，次のようなＭＡＦＡより弱い形の公

理をＭＡＦＡ＊とする． 
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  ＭＡＦＡ＊ どの世界に関しても正則的であるすべての可能世界グラフは，唯一つの飾

りを有する 

  以下のグラフⅡは，ｉ≠ｊのとき，どの世界に関しても正則的である．従って，ＭＡＦ

Ａ＊によれば，グラフⅡに対する飾りｄが存在する．このとき（ⅱ）より，  ．．．∧（ｉ⇒

ｄｍ∈ｄｎ）∧（ｊ⇒ｄｎ∈ｄｍ）∧（ｉ⇒ｄｍ∈ｄｎ）となるから，先のＭＦＡ１は成

り立たない．従ってＭＦＡも成り立たない．それ故，ＭＡＦＡ＊とＭＦＡは両立不可能で

ある．一方，明らかに，ＭＡＦＡ＊とＭＦＡ１＊（従ってＭＦＡ＊）は両立可能である（Ｍ

ＺＦＣにこれらの公理を付け加えた体系の無矛盾性は後に証明される）．  

 

 グラフⅠ          グラフⅡ           グラフⅢ 

     ｎ                    ｎ                         ｎ 

                   

                ｉ  

      ｉ                       ｉ      ｊ 

                              ｍ  

                      

                ｊ  

 

 

§５ ＭＺＦＣ＋ＭＡＦＡのモデル 

  この節では，ＺＦＣＡ＋ＡＦＡにおいて，ＭＺＦＣ＋ＭＡＦＡの可能世界モデルＭを構

成する．従って，ＭＺＦＣ（の言語）で述べられた§４以前の節及び後の§６とは異なり，

以下の理論はすべてＺＦＣＡで述べられる．ＺＦＣＡの記号は§２のそれらと同じものを

用いる．ただし，変項ｘ，ｙ，ｚはアトムと集合を，α，β，γは集合を表すとする．こ

のとき，ＺＦＣＡの公理は，（構文論的には）§２のそれらと同じである．グラフに関する

用語も§２で定義されたそれらを用いる．ＡＦＡも§２における（アトムを認めた）それ

であるとする．以下では，アトムの集合をＷとする．後にも述べるように，Ｗは先に述べ

たＭＺＦＣの可能世界の集合Ｉに対応している．このようなＷは，少なくとも二つの元を

含むものとする．以下ではＷの元を変項δ，ζで表す．   

 以上を前提として，上に述べたようなモデルを構成する．まず，任意のδとアトムでは

ない対象ｘに対して＜δ，ｘ＞の基準的なグラフ（ただしｘは子を有しないとする）を（δ，

ｘに関する）順序対グラフと言う．つまり，順序対グラフは次のようなものである．  

 

  グラフⅣ                ＜δ，ｘ＞ 

 

            

               ｛δ｝                   ｛δ，ｘ｝ 

 

                

                 δ                          ｘ  
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 以下では特にｘのみを末端の節と言う．上の順序対グラフの定義は，単独のグラフとし

てのそれである．順序対グラフは，当然他のグラフの部分になりうる．（いくつかの）順序

対グラフを部分とする一般のグラフＧにおいて，順序対グラフの縁以外の縁を構成する節

を正規の節と言う．一般に節はいくつかの縁を構成しうるから，節は正規であるとともに

順序対グラフの節でもありうる．しかし，以下で問題とされるグラフでは，正規の節と順

序対グラフの節はすべて異なっていると仮定する．また，新たにグラフが定義されるとき

も，そのような条件を満たすように構成されるものとする．以下ではｎ，ｍは正規の節を

表すとする．また，以下で問題とされる，あるいは新たに定義されるグラフＧにおいては，

任意のＧの節ｎとδに対して一義的に定まるある対象ｘが，Ｇの含む順序対グラフの末端

の節として与えられているとする．そして，Ｇが含む，δ，ｘに関する順序対グラフをＧ

＜δ，ｎ＞と表す．もちろん，ｘは末端の節として上記のような条件を満たすものであり，

従ってｘとｎは異なったものである．   

 あるグラフＧにおいて，ｎがＧ＜δ，ｎ＞の先頭の節の親となるとき，（Ｇにおいて）ｎ

はＧ＜δ，ｎ＞に先行していると言い，ｎ➡Ｇ＜δ，ｎ＞と記す．また，Ｇ＜δ，ｎ＞の

末端の節がｍの親であるとき，Ｇ＜δ，ｎ＞はｍに先行すると言い，Ｇ＜δ，ｎ＞➡ｍと

記す． 

 ｎ➡Ｇ＜δ，ｎ＞及びＧ＜δ，ｎ＞➡ｍのとき，ｎはＧ＜δ，ｎ＞を介してｍの祖先で

あると言い，ｎ➡Ｇ＜δ，ｎ＞➡ｍと記す．また，節の集合αに対して，ｍ∈αとなるす

べてのｍ（そしてそのようなｍのみ）に対してｎ➡Ｇ＜δ，ｎ＞➡ｍのとき，ｎはＧ＜δ，

ｎ＞を介してα全体の祖先である
．．．．．．．．．

と言う．なお，このとき，もしα＝０であれば，ｎ➡Ｇ

＜δ，ｎ＞であるが，Ｇ＜δ，ｎ＞の末端の節は子を有しないとする．  

 さらに，ｎがＧ＜δ，ｎ＞を介してグラフＧ１の先頭の節の祖先であるとき，ｎはＧ＜

δ，ｎ＞を介してＧ１に先行していると言う．節の集合の場合と同様，グラフの集合αに

対しても，Ｇ１∈αとなるすべてのＧ１（そしてそのようなＧ１のみ）に対して，ｎがＧ＜

δ，ｎ＞を介してＧ１に先行しているならば，ｎはＧ＜δ，ｎ＞を介してα全体に先行し
．．．．．．．

ている
．．．

と言う．なお，節の集合の場合と同様，α＝０のときは，ｎ➡Ｇ＜δ，ｎ＞である

が，Ｇ＜δ，ｎ＞の末端の節は子を有しないとする．  

 次のような，タグｔを有するグラフＧを可能世界モデルグラフと言う（これも§４で述

べた可能世界グラフに対応しているが，もちろんそれとは異なったものである．以下明ら

かな場合は，これをモデルグラフあるいは単にグラフと言う）．まず，Ｇにおいて，任意の

節ｎは，すべてのδに対するＧ＜δ，ｎ＞（そしてそのようなもののみ）に先行している．

また，ｎに親がある場合，その親はある順序対グラフの末端の節である．さらに，Ｇの部

分である任意の順序対グラフは，あるδとＧの節ｎに対するＧ＜δ，ｎ＞であり，ｎ➡Ｇ

Ｇ＜δ，ｎ＞である．そして，Ｇ＜δ，ｎ＞の末端の節は，子を有しないかあるいは正規

の節のみを子としている． 

 モデルグラフは，先行関係を表す➡を用いれば，次のようなグラフⅤとして表される．

もちろん，Ｇ＜δ，ｎ＞等は（上記の規約に従って選ばれた末端の節ｘ等を有する）グラ

フⅣと同じものである． 
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 グラフⅤ 

               ｎ  

                               

 

    Ｇ＜δ，ｎ＞                     Ｇ＜δ１，ｎ＞  ．．． 

                          ： 

                             

      ｍ                ｍ１  ．．．          

                   ：              

 

   Ｇ＜δ，ｍ＞        Ｇ＜δ１，ｍ＞  ．．．              

       ：                           ： 

 

 定義より，モデルグラフにおいて子を有さない節は，アトムか順序対グラフの末端の節  

である．ここでモデルグラフは次のようなタグｔを有するとする．即ち，ｔは任意のδに

対してδ自身を，また順序対グラフの末端の節に対しては０を対応させる関数である．従

って，モデルグラフＧとその節ｎに対して，Ｇの飾りをｄとすれば，Ｇが含むＧ＜δ，ｎ

＞は，Ｇ＜δ，ｎ＞の末端の節をｘとすれば，順序対＜δ，ｄｘ＞を描いている．また，

ｄｎは任意のδに対して，このようなｄｘを対応させる関数である． 

 通常の可能世界モデルでは，性質は可能世界全体を定義域とする関数として解釈される．

上で定義したモデルグラフによって描かれる対象も，アトムを可能世界と解釈すれば，こ

のような関数である．そこで，ここではモデルグラフによって描かれる対象全体を，モデ

ルＭの個体領域とする．以下では，このようなＭの個体を変項ａ，ｂ，ｃで表す．上に述

べたように，Ｍの個体ａは Dom（ａ）＝Ｗとなる関数である．また，明らかに任意の世界

δに対して，ｘ∈ａ（δ）となるｘもすべてモデルグラフによって描かれ，従ってＭの個

体である．さらに，Ｍの個体ａに対しては，§２の最後で述べたａの基準的グラフＧＣ（ａ）

もモデルグラフとなる．以下では，Ｍの個体をその個体自身の名前として用いる．従って，

ａ，ｂ，ｃはそれら自身の名前である．  

 次に，ＭＺＦＣの式Φに対して，Φがδにおいて真であるということを，δ╞ Φと表し，

次のように帰納的に定義する（以下では明らかな場合，δ╞ ‘ｂ∈ａ’等において引用符を省略し

て，δ╞ ｂ∈ａ等と記す）． 

 Ｄ１ (1) δ╞ ｂ∈ａ≡ｄｆｂ∈ａ（δ）    

   (2) δ╞ ａ＝ｂ≡ｄｆａ＝ｂ  

   (3) δ╞ ～Φ≡ｄｆ～（δ╞ Φ） 

   (4) δ╞ Φ∧Ψ≡ｄｆ（δ╞ Φ）∧（δ╞ Ψ） 

   (5) δ╞ Φ∨Ψ≡ｄｆ（δ╞ Φ）∨（δ╞ Ψ） 

   (6)  δ╞ Φ⊃Ψ≡ｄｆ（δ╞ Φ）⊃（δ╞ Ψ）             

   (7)  δ╞ Φ≡Ψ≡ｄｆ（δ╞ Φ）≡（δ╞ Ψ） 

   (8)  δ╞ ∀ｘΦ（ｘ）≡ｄｆ∀ａ｛δ╞ Φ（ａ）｝ 

   (9)  δ╞ ∃ｘΦ（ｘ）≡ｄｆ∃ａ｛δ╞ Φ（ａ）｝ 
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   (10)  δ╞ □Φ≡ｄｆ∀ζ（ζ╞ Φ）  

  (11)  δ╞ ◇Φ≡ｄｆ∃ζ（ζ╞ Φ）     
  すべてのδに対してδ╞ Φとなるとき，ΦはＭにおいて恒真と言い，╞ Φと表す．以下

では，ＭＺＦＣ＋ＭＡＦＡの公理がＭにおいて恒真であることを示す．ただし，先にも述

べたように，Ａ３，Ａ４は他の公理から証明されるから，これらは除くことにする．Ａ２

も同様に他の公理から証明されるが，後の定理のために証明を与えることにする．  

  Ｔ１ ╞ Ａ１ 

  証明 任意のδ，ａ，ｂに対して，δ╞ □（ａ≒ｂ）…①とする．このときＤ１の (10)

より，∀ζ（ζ╞ ａ≒ｂ），従って ,§１のＤ７，Ｄ１の(8)より，∀ζ∀ｃ（ζ╞ ｃ∈ａ≡

ｃ∈ｂ）．それ故，Ｄ１の(7)より，∀ζ∀ｃ｛（ζ╞ ｃ∈ａ）≡（ζ╞ ｃ∈ｂ）｝．従ってＤ

１の(1)より，∀ζ∀ｃ｛ｃ∈ａ（ζ）≡ｃ∈ｂ（ζ）｝．それ故，先にも述べたようにｘ∈

ａ（ζ）となるｘはすべてＭの個体であるから，∀ζ｛ａ（ζ）＝ｂ（ζ）｝．従ってａ＝

ｂとなる．従って，Ｄ１の(2)より，δ╞ ａ＝ｂ…②．以上より，①ならば②となる．それ

故，Ｄ１の(6)より，δ╞ ‘□（ａ≒ｂ）⊃ａ＝ｂ’．これは任意のδ，ａ，ｂに対して成

り立つから，╞ ∀ｕ∀ｖ｛□（ｕ≒ｖ）⊃ｕ＝ｖ｝．それ故，╞ □∀ｕ∀ｖ｛□（ｕ≒ｖ）

⊃ｕ＝ｖ｝，即ち，Ｔ１が成り立つ． 

  Ｔ２ ╞ Ａ２ 

  証明  任意のａ，δに対して，δ╞ ◇ｂ∈ａ∧Φ（ｂ）…①となるｂに対しては，δ╞

◇ｂ∈ａだから，Ｄ１の(11)より，∃ζ（ζ╞ ｂ∈ａ）．従って，∃ζ｛ｂ∈ａ（ζ）｝．そ

れ故，ｂ∈∪｛ａ（ζ）：ζ∈Ｗ｝である．従って，①となるｂ全体の集合が存在する．こ

こで，モデルグラフＧを次のように定義する．まず，あるｎを先頭の節とする．また，先

にも述べたように，ｂの基準的グラフをＧＣ（ｂ）とする．そして，Ｇにおいて，すべて

の世界δに対して，ｎは順序対グラフＧ＜δ，ｎ＞を介して｛ＧＣ（ｂ）：δ╞ ◇ｂ∈ａ∧

Φ（ｂ）｝全体に先
．．．．

行している
．．．．．

とする（ｎとＧ＜δ，ｎ＞の節は｛ＧＣ（ｂ）：δ╞ ◇ｂ∈

ａ∧Φ（ｂ）｝に属するグラフには含まれないとする．以下，同様な場合も同じように規約

する）．このようなＧによって描かれるＭの個体をｃとする．このようなｃは，任意のδに

対して，①となるｂ全体の集合を対応させる関数である．それ故，任意のδに対して，  

∀ｂ｛δ╞ ｂ∈ｃ≡◇ｂ∈ａ∧Φ（ｂ）｝．従って，∀ｂ｛╞ ｂ∈ｃ⇔◇ｂ∈ａ∧Φ（ｂ）｝．

従って，╞ ∀ｘ［ｘ∈ｃ⇔｛◇ｘ∈ａ∧Φ（ｘ）｝］．それ故，Ｄ１の (9)より，╞ ∃ｖ∀ｘ

［ｘ∈ｖ⇔｛◇ｘ∈ａ∧Φ（ｘ）｝］．それ故，定理が成り立つ． 

  Ｔ３  ╞ Ａ５ 

  証明 任意のａ，δに対して，δ╞ ∃ｗ（ｂ∈ｗ∧ｗ∈ａ）…①となるｂに対しては，

∃ｃ｛δ╞（ｂ∈ｃ∧ｃ∈ａ）｝．従って，Ｄ１の (4)より，∃ｃ｛ｂ∈ｃ（δ）∧ｃ∈ａ（δ）｝．

それ故，ｂ∈∪｛ｃ（δ）：ｃ∈ａ（δ）｝．従って，①となるｂ全体の集合αが存在する．

それ故，Ｔ２の証明と同様にして定理が成り立つ．  

  Ｔ４  ╞ Ａ６ 

  証明 任意のａ，δに対して，δ╞ ｂ≦ａ…①となるｂに対しては，∀ζ（ζ╞ ｂ⊆ａ）．

従って，∀ζ｛ｂ（ζ）⊆ａ（ζ）｝．それ故，∀ζ｛ｂ（ζ）∈Pw（ａ（ζ））｝．従って，

∪｛Pw（ａ（ζ））：ζ∈Ｗ｝＝βとすれば，∀ζ（ｂ（ζ）∈β）．従って，γ＝ {＜ζ，

ｃ＞：ζ∈Ｗ∧ｃ∈β }とすれば，ｂ⊆γ．それ故，ｂ∈Pw（γ）となる．従って，①と
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なるｂ全体の集合が存在する．それ故，Ｔ２の証明と同様にして定理が成り立つ．  

  Ｔ５  ╞ Ａ７ 

 証明 任意のδと（ＭＺＦＣの）式Φに対して，δ╞ ∀ｘ∀ｙ∀ｚ［｛Φ（ｘ，ｙ）∧Φ

（ｘ，ｚ）｝⇒ｙ＝ｚ］とする．このとき，╞ ∀ｘ∀ｙ∀ｚ［｛Φ（ｘ，ｙ）∧Φ（ｘ，ｚ）｝

⊃ｙ＝ｚ］…①となる．また任意のζに対して，‘ζ╞ Φ（ｃ，ｂ）’という（ＺＦＣＡの）

式をΨ（ζ，ｃ，ｂ）とする．このとき①から，∀ｃ∀ｂ∀ｂ１［｛Ψ（ζ，ｃ，ｂ）∧Ψ

（ζ，ｃ，ｂ１）｝⊃ｂ＝ｂ１］．従って，任意のａに対して，｛ｃ：ζ╞ ◇ｃ∈ａ｝＝αと

すると，ＺＦＣＡの置換公理より，｛ｂ：∃ｃ（ｃ∈α∧Ψ（ζ，ｃ，ｂ））｝という集合が

存在する．それ故，α，Ψ（ζ，ｃ，ｂ）の定義より，｛ｂ：∃ｃ（ζ╞ ◇ｃ∈ａ∧ζ╞ Φ

（ｃ，ｂ））｝という集合が存在する．即ち，ζ╞ ∃ｘ｛◇ｘ∈ａ∧Φ（ｘ，ｂ）｝となるｂ

全体の集合が存在する．それ故，Ｔ２と同様にして定理が成り立つ． 

  次にＡ８が恒真であることを証明するが，それに先だって次のように定義する．まず，

以下では，§１のＤ10～Ｄ20 等で定義されたＭＺＦＣのすべての項σに対して，それが表

すＭの個体をσＭ  とする．例えば，‘０’が表すＭの個体を０Ｍとする．つまり，╞ ａ＝［ｘ：

ｘ≠ｘ］となるａ，即ち，╞ ∀ｘ｛ｘ∈ａ⇔ｘ≠ｘ｝となるａを０Ｍ とする．また，Ｍの

個体ａに対してはａＭ ＝ａとする．このとき，Ｄ１の(1)，(2)は，次のように拡張される． 

  (1)＊ δ╞ σ∈τ≡ｄｆσＭ  ∈τＭ（δ）    

  (2)＊ δ╞ σ＝τ≡ｄｆσＭ  ＝τＭ  

 定義より明らかに，次のレンマが成り立つ．  

 Ｌ１ ａ＝０Ｍ ≡∀δ（ａ（δ）＝０）  

 また，§３のＴ19 に対応した次のレンマが成り立つ． 

  Ｌ２ ╞ ‘SET（ａ）’≡∀δ∀ζ｛ａ（δ）＝ａ（ζ）｝  

 証明 任意のａに対して，╞ ‘SET（ａ）’と仮定する．先にも述べたように，このこと

は，╞ ∀ｘ（ｘ∈ａ⇔□ｘ∈ａ），即ち，╞ ∀ｘ（ｘ∈ａ≡□ｘ∈ａ） …①と等値である．

ここで，（背理法の仮定として）∀δ∀ζ｛ａ（δ）＝ａ（ζ）｝…②が成り立たないとす

る．このとき，ａ（δ）≠ａ（ζ）となるδ，ζが存在する．従って，ｂ∈ａ（δ）∧～

ｂ∈ａ（ζ）…③であるか，逆にｂ∈ａ（ζ）∧～ｂ∈ａ（δ）…④となるｂが存在する．

ここでは③を仮定する（④を仮定しても，δとζを交換すれば，以下同様である）．このよ

うなｂ，δに対しては①より，δ╞ （ｂ∈ａ≡□ｂ∈ａ）．従って，③のｂ∈ａ（δ）より，

δ╞ □ｂ∈ａ．それ故，╞ ｂ∈ａ．従って，③のζに対しても，ζ╞ ｂ∈ａ．しかし，こ

れは③の～ｂ∈ａ（ζ）に矛盾する．従って②が成り立つ．  

 逆に②を仮定する．ここで任意のδ，ｂに対して，δ╞ ｂ∈ａとする．このとき，ｂ∈

ａ（δ）だから②より，∀ζ｛ｂ∈ａ（ζ）｝．従って，∀ζ（ζ╞ ｂ∈ａ）．従って，δ╞

□ｂ∈ａ．以上より，任意のδ，ｂに対して，δ╞ ‘ｂ∈ａ’ならば  δ╞ ‘□ｂ∈ａ’．

また，明らかにこの逆も成り立つ．それ故，∀δ∀ｂ（δ╞‘ｂ∈ａ’≡  δ╞‘□ｂ∈ａ’）．

従って，①が成り立つ．以上より，①≡②，従ってレンマが成り立つ．  

 なお，Ｌ２における‘╞ ’は，もちろん（任意のδに対して）‘δ╞ ’と置き換えること

ができる（以下のＬ３等に関しても同様である）．σＭ  と同様，ＭＺＦＣの変項，例えば集

合を表す‘α’に対して，（ＺＦＣＡの）変項αＭ  は一般に ╞ SET（ａ）となるａを表す

とする．従ってＬ２より，任意のαＭ  に対して∀δ∀ζ｛αＭ（δ）＝αＭ（ζ）｝である．  
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 ここでαをＭの個体のみから構成される集合とする．つまり，§２で定義したαの基準的

なグラフと同様に構成されるが，節がＭの個体のときは子を有しないように構成されたグ

ラフをＧ（α）とする．そして，Ｇ（α）の子を有しない任意の節は，Ｍの個体であるか，

そうでなければ０であるとする．このようなαに対して，Ｇ（α）の構成に対応した帰納

法によって，次のような条件を満たすモデルグラフＧ≪α≫を構成できる． 

 Ｄ２ (1) αはＧ≪α≫の先頭の節である  

    (2)  Ｇ≪α≫の正規の節はＧ（α）の節と同じである  

    (3)  Ｇ（α）の節ｎがＭの個体でないとき，Ｇ≪α≫において，すべてのδに対

して，ｎはＧ＜δ，ｎ＞を介して（節の集合としての）ｎ全体の祖先
．．．．．．

となる． 

       (4)  Ｇ（α）の節ｎがＭの個体のとき，Ｇ≪α≫はｎの基準的グラフＧＣ（ｎ）を

部分として含む 

 以下ではこのようなＧ≪α≫を，αに対応したモデルグラフと言う．Ｇ≪α≫に対して

は，公理ＡＦＡより唯一の飾りｄが存在する．Ｇ≪α≫はモデルグラフであるから，その

節ｎに対して，ｄｎはＭの個体である．また，Ｍの個体でない節ｎに対しては，Ｄ２の (3)，

Ｌ２より次のレンマが成り立つ．   

 Ｌ３ ╞ SET（ｄｎ） 

  Ｄ２の(3)より，上のようなｎとＧ≪α≫の任意の節ｍに対しては，  

 Ｌ４ ｍ∈ｎ ≡ ╞ ‘ｄｍ∈ｄｎ’ 

 Ｄ２の(4)より，ｎがＭの個体のときは，  

 Ｌ５ ｄｎ＝ｎ 

明らかに，０はＭの個体から構成されるが，Ｍの個体ではない．従って，０がＧ≪α≫の

正規の節のときは，Ｄ２の(3)より， 

 Ｌ６ ｄ（０）＝０Ｍ 

 また，Ｇ≪α≫の任意の節ｎ，ｍに対して，｛ｎ，ｍ｝，｛ｎ｝，＜ｎ，ｍ＞がＧ≪α≫の

正規の節であるが，Ｍの個体ではないときは，Ｄ２の (3)より， 

 Ｌ７ ｄ（｛ｎ，ｍ｝）＝｛ｄｎ，ｄｍ｝Ｍ 

  Ｌ８ ｄ（｛ｎ｝）＝｛ｄｎ｝Ｍ    

 Ｌ９ ｄ（＜ｎ，ｍ＞）＝＜ｄｎ，ｄｍ＞Ｍ  

 さらに，ｎ，ｍがＭの個体ではないとする．このとき，ｎ∪ｍがＧ≪α≫の正規の節で

あるが，Ｍの個体ではないときは，同様に，  

 Ｌ10 ｄ（ｎ∪ｍ）＝（ｄｎ∪ｄｍ）Ｍ    

 Ｌ８，Ｌ10 より，ｎ，｛ｎ｝，ｎ∪｛ｎ｝がＧ≪α≫の正規の節であるが，Ｍの個体では

ないときは， 

 Ｌ11 ｄ（ｎ∪｛ｎ｝）＝（ｄｎ∪｛ｄｎ｝）Ｍ 

 なお，逐一述べないが，以下で構成されるＧ≪α≫のαは，すべてＭの個体から構成さ

れるが，Ｍの個体ではない．また，Ｌ11 等のレンマが用いられるときは，その項に関する

条件が満たされる． 

 Ｔ６ ╞ Ａ８ 

 証明 ＺＦＣＡの公理Ａ８より，０∈α∧∀β（β∈α⊃β∪｛β｝∈α）…①となる

αが存在する．このようなαは自然数全体の集合であると考えてよい．従って，α及びα
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の元は，Ｍの個体から構成されるが，Ｍの個体ではない．そこで，αに対応したモデルグ

ラフＧ≪α≫の飾りをｄとする．このようなｄに対しては，０∈αだから，Ｌ４より，╞

‘ｄ０∈ｄα’．従ってＬ６より，╞ ‘０∈ｄα’…②．ここで，任意のβＭ  に対して，╞

βＭ  ∈ｄα…③とする．このとき，Ｄ２の (3)より，ｄβ＝βＭ  でβ∈αとなるβが存在す

る．このようなβに対しては①より，β  ∪｛β  ｝∈α．従って，Ｌ４，Ｌ11 より，╞ ｄ

β∪｛ｄβ｝∈ｄα．それ故，ｄβ＝βＭ  より，╞ βＭ  ∪｛βＭ  ｝∈ｄα…④．以上より，

任意のβＭ  に対して，③ならば④．それ故，╞ ∀β（β∈ｄα⊃β∪｛β｝∈ｄα）．それ

故，②より╞ ０∈ｄα∧∀β（β∈ａ⊃β∪｛β｝∈ｄα）．従って，定理が成り立つ．  

  Ｔ７ ╞ Ａ９ 

  証明 仮定よりアトムは二つ以上存在する．そこで，次のようにモデルグラフＧを構成

する．まず，ある集合ｎを先頭の節とする．そして，ある世界δと，あるａの基準的グラ

フＧＣ（ａ）に対して，ｎはＧ＜δ，ｎ＞を介して｛ＧＣ（ａ）｝全体  に先行している，即

ち，ＧＣ（ａ）にそしてそれのみに先行しているとする．また，δ以外の世界ζに対して，

ｎはＧ＜ζ，ｎ＞を介して０全体に先行している，即ち，ｎ➡Ｇ＜ζ，ｎ＞であるが，Ｇ

＜ζ，ｎ＞の末端の節は子を有していないとする．このようなＧが描くｂに対しては明ら

かに，ｂ（δ）＝｛ａ｝であるが，δ以外の世界ζに対してはｂ（ζ）＝０となる．従っ

て，ｂ（δ）≠ｂ（ζ）．従って，Ｌ２より╞ ～SET（ｂ）であり，定理が成り立つ． 

  Ｔ８  ╞ Ａ10 

  証明 任意のａ，δに対して，ａ（δ）に対応したグラフＧ≪ａ（δ）≫の描くＭの個

体をｂとする．このようなｂに対してはＬ３より，╞ SET（ｂ）…①．また，Ｌ４，Ｌ５

より，任意のｃに対して，ｃ∈ａ（δ）≡  ╞ ‘ｃ∈ｂ’.それ故，①，Ｌ２より，∀ｃ（δ

╞ ‘ｃ∈ａ’≡δ  ╞ ‘ｃ∈ｂ’）．それ故，δ╞ ∀ｘ（ｘ∈ａ≡ｘ∈ｂ）．即ち，δ╞ ａ≒

ｂである．それ故，①より，δ╞ ∃α（ａ≒α）．これは任意のａとδに対して成り立つか

ら，╞ ∀ｘ∃α（ｘ≒α）．即ち，定理が成り立つ． 

  ＭＺＦＣの選択公理Ｃに対して次の定理が証明される．  

  Ｔ９  ╞ Ｃ 

  証明 任意のαＭ  に対して，｛｛ａ：╞ ａ∈βＭ  ｝： ╞ βＭ  ∈αＭ  ｝＝γ…①とすると，

ＺＦＣＡの選択公理より，∀β｛（β∈γ∧β≠０）⊃ｆ（β）∈β｝…②となる関数ｆが

存在する．このようなｆに対して，ｆ１＝｛＜βＭ  ，ｂ＞：＜｛ａ：╞ ａ∈βＭ  ｝，ｂ＞∈

ｆ｝…③と関数ｆ１を定義する．さらに，このようなｆ１に対応したグラフＧ≪ｆ１≫が描

くＭの個体をｃとする．このようなｃに対しては，Ｌ４，Ｌ５，Ｌ９より，任意のβＭ  と

ｂに対して，＜βＭ  ，ｂ＞∈ｆ１
 ≡ ╞ ＜βＭ  ，ｂ＞∈ｃ…④．また，Ｌ３等より，╞ FUNC

（ｃ）…⑤となる． 

 ここで，任意のβＭ  に対して，╞ ‘βＭ∈αＭ∧βＭ≠０’…⑥とする．このとき，①よ

り，｛ａ：╞ ａ∈βＭ  ｝∈γ及び｛ａ：╞ ａ∈βＭ  ｝≠０．従って②より，ｆ（｛ａ：╞ ａ

∈βＭ  ｝）∈｛ａ：╞ ａ∈βＭ  ｝，即ち，＜｛ａ：╞ ａ∈βＭ  ｝，ｂ＞∈ｆかつｂ∈｛ａ：╞

ａ∈βＭ  ｝となるｂが存在する．このようなｂに対しては，③，④より，╞ ＜βＭ，ｂ＞

∈ｃかつ╞ ｂ∈βＭ  となる．従って，╞ ∃ｘ（＜βＭ，ｘ＞∈ｃ∧ｘ∈βＭ  ），即ち，╞ ｃ

(βＭ)∈βＭ  …⑦となる．以上より，任意のβＭ  に対して，⑥ならば⑦．従って，╞ ∀β｛（β

∈αＭ∧β≠０）⊃ｃ(β)∈β ｝．従って，⑤より，任意のαＭ  に対して，╞ ∃ｆ∀β｛（β
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∈αＭ∧β≠０）⊃ｆ(β)∈β  ｝．それ故，定理が成り立つ． 

 最後にＭＡＦＡが恒真となることを証明するが，それに先だって以下のように定義する． 

  まず，次のレンマが成り立つ． 

  Ｌ12  ╞ ATOM（ａ）≡∃！δ｛ａ（δ）＝｛０Ｍ  ｝∧∀ζ（δ≠ζ⊃ａ（ζ）＝０）｝ 

 証明 ╞ ATOM（ａ）…①とする．このとき§３のＤ２等より，╞ PROP（ａ）…②及

び ╞ ◇∀ｑ｛ｑ≡（Ｅ！ａ⇒ｑ）｝となる．従って，δ╞ ∀ｑ｛ｑ≡（Ｅ！ａ⇒ｑ）｝…③

となるδが存在する．このようなδに対しては，δ╞ ｛Ｅ！ａ≡（Ｅ！ａ⇒Ｅ！ａ）｝．従

って╞ （Ｅ！ａ⇒Ｅ！ａ）より，δ╞ Ｅ！ａとなる．従って②より，ａ（δ）＝｛０Ｍ｝

…④． 

 ここで，④のδに対してモデルグラフＧ（δ）を次のように構成する．まず，ある集合

ｎを先頭の節とする．そして，ｎはＧ＜δ，ｎ＞を介して｛ＧＣ（０Ｍ）｝全体  に先行して

いるとする．また，δ以外の可能世界ζに対しては，ｎはＧ＜ζ，ｎ＞を介して０全体に

先行しているとする．明らかに，Ｇ（δ）が描くｂに対しては，╞ PROP（ｂ），δ╞ Ｅ！

ｂ，∀ζ（δ≠ζ⊃～ζ╞ Ｅ！ｂ）…⑤となる．╞ PROP（ｂ），δ╞ Ｅ！ｂ及び③より，

δ╞ Ｅ！ａ⇒Ｅ！ｂ，従って，╞ Ｅ！ａ⊃Ｅ！ｂ…⑥となる．ここで（背理法の仮定とし

て）δ≠ζ∧ａ（ζ）≠０となるζが存在するとする．このようなζに対しては，ζ╞ Ｅ！

ａであるから，⑥より，ζ╞ Ｅ！ｂ．しかし，これは⑤に矛盾する．それ故，∀ζ（δ≠

ζ⊃ａ（ζ）＝０）…⑦となる．さらに，④と⑦が成り立つようなδは，明らかに唯一つ

である． 

 逆に，④，⑦を仮定すれば明らかに，②，③が成り立ち，従って①が成り立つ．それ故

レンマが成り立つ． 

  Ｌ12 より，╞ ATOM（ａ）となるａと，ａ（δ）＝｛０Ｍ｝∧∀ζ（δ≠ζ⊃ａ（ζ）

＝０）となるδは一対一に対応している．先にも述べたように，ここでは╞ ATOM（ａ）

となるａを変項ｉＭで表すが，このようなｉＭ  と上のように対応しているδをδｉＭ  と表

す．つまり，δ╞ ‘０Ｍ  ∈ｉＭ  ’となる唯一のδをδｉＭ  とする．このとき，明らかに， 

  Ｌ13 ╞ ‘ｉＭ  ⇒ｂ∈ａ’≡δｉＭ  ╞ ｂ∈ａ 

  ここでＭＺＦＣ＋ＭＡＦＡの可能世界グラフＧＭ（＝＜ＮＭ，ＥＭ＞Ｍ）に対して，モデ

ルグラフＧを次のように定義する．まず，Ｇの正規の節はＧＭ  のそれと同じ，即ち，╞ ａ

∈ＮＭ  となるａとする．以下では，このような節をｎ，ｍで表す．また，Ｇの含む順序対

グラフの末端の節は，それに関する規約を満たすように適当に選ばれるものとする．Ｇに

おいては，任意のｎ，ｉＭ  に対して，ｎはＧ＜δｉＭ，ｎ＞を介して｛ｍ：╞ ｎ→ｉＭ  →

ｍ｝全体の祖先であるとする．即ち，任意のｉＭ，ｎ，ｍに対して，ｎ➡Ｇ＜δｉＭ，ｎ＞

➡ｍ ≡ ╞ ‘ｎ→ｉＭ  →ｍ  ’となるとする．このようなＧに対しては唯一の飾りｄが存在

する．このようなｄに関しては，任意のｉＭ，ｎ，ｍに対して次の（ⅰ）が成り立つ．ま

たＬ13 等より，（ⅰ）～（ⅳ）が順次等値となる．   

 （ⅰ） ｄ（ｎ，δｉＭ）＝｛ｄｍ：ｎ➡Ｇ＜δｉＭ  ，ｎ＞➡ｍ  ｝ 

 （ⅱ）  ｄｍ∈ｄ（ｎ，δｉＭ  ） ≡ ｎ➡Ｇ＜δｉＭ  ，ｎ＞➡ｍ     

  （ⅲ） δｉＭ  ╞ ‘ｄｍ∈ｄｎ’  ≡ ｎ➡Ｇ＜δｉＭ  ，ｎ＞➡ｍ  

  （ⅳ）  ╞ ‘ｉＭ  ⇒ｄｍ∈ｄｎ’  ≡ ｎ➡Ｇ＜δｉＭ  ，ｎ＞➡ｍ       

 そこで，このようなｄ（の定義域を正規の節に限定したもの）に対して，ｄに対応した
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グラフＧ≪ｄ≫の描くＭの個体をｄＭ  とする．このようなｄＭ  に対してはＬ４等より，任

意のｎ，ａに対して，＜ｎ，ａ＞∈ｄ≡  ╞ ‘＜ｎ，ａ＞∈ｄＭ  ’だから，次の（ⅴ）が成

り立つ．  

 （ⅴ） ╞ ‘ｉＭ  ⇒ｄＭ  ｍ∈ｄＭ  ｎ  ’ ≡ ╞ ‘ｎ→ｉＭ  →ｍ  ’ 

 そして，（ⅴ）は次の（ⅵ），（ⅶ）と等値である．  

 （ⅵ） ╞ ‘ｄＭ  ｍ∈Ｖ（ｄＭ  ｎ，ｉＭ  ）’≡ ╞ ‘ｎ→ｉＭ  →ｍ  ’  

 （ⅶ） ╞ ‘ｄＭ  ｍ∈Ｖ（ｄＭ  ｎ，ｉＭ  ）≡ｎ→ｉＭ  →ｍ  ’     

 従って，次のようなｄＭが存在することになる． 

 （ⅷ） ╞ ‘Dom（ｄＭ  ）＝ＮＭ  ’であり，そしてすべてのｎに対して，  

     ╞ ‘Ｖ（ｄＭ  ｎ）＝λｉＭ｛ｄＭ  ｍ：ｎ→ｉＭ  →ｍ｝’ 

 明らかに，上のようなｄとｄＭ  は，一対一に対応している．また，Ｇの飾りはｄのみで

ある．それ故，（ⅷ）となるｄＭ  は唯一つ存在する．従って，   

  Ｔ10 ╞ ＭＡＦＡ  

  以上より，ＭＺＦＣ＋ＭＡＦＡの公理はすべて恒真である．従って，ＭＺＦＣ＋ＭＡＦ

Ａは，ＺＦＣＡ＋ＡＦＡが無矛盾であれば，やはり無矛盾である．  

  ここで，世界δに対してｎ➡Ｇ＜δ，ｎ＞➡ｎ１➡Ｇ１＜δ，ｎ１＞➡  ．．．という部分

を含まないモデルグラフを，δに関して正則的であると言う．どのδに関しても正則的で

あるモデルグラフによって描かれる対象全体を個体領域とするモデルをＭ＊とする．上に

述べた証明から明らかなように，Ｍ＊においてＭＺＦＣの公理はすべて恒真となる．また，  

§４で述べたＭＡＦＡ＊やＭＦＡ＊１（従ってＭＦＡ＊）も恒真である．従って，ＭＺＦＣ

＋ＭＡＦＡ＊＋ＭＦＡ＊は無矛盾である．さらに，Ｍ＊においてはＭＦＡは恒真ではないか

ら，ＭＺＦＣにおいてＭＦＡはＭＦＡ＊から導かれない． 

 上ではメタ言語の体系としてＺＦＣＡ＋ＡＦＡを考えたが，その代わりにＺＦＣ＋ＡＦ

Ａをとってもよい．実際，Ｗの元をアトムではなく，ある集合として扱えば，同様なモデ

ルが構成できる．それ故，上でＺＦＣＡに関して述べたことは，代わりにＺＦＣをとって

も同様に言われる．例えば，ＭＺＦＣ＋ＭＡＦＡは，ＺＦＣ＋ＡＦＡが無矛盾であれば，

やはり無矛盾である． 

 

§６ 性質に関する非正則公理の応用 

  この節では非正則公理ＭＡＦＡの哲学等に対する応用について述べる．従って以下の理

論は，ＭＺＦＣ＋ＭＡＦＡにおけるそれである．  

 §４のグラフⅠとその飾りｄに対しては，§４のＤ４より，Ｖ（ｄｎ，ｉ）＝｛ｄｎ｝

及び∀ｋ（ｉ≠ｋ⊃Ｖ（ｄｎ，ｋ）＝０），即ち，｛ｋ：Ｖ（ｄｎ，ｋ）＝｛ｄｎ｝｝＝｛ｉ｝

及び｛ｋ：Ｖ（ｘ，ｋ）＝０｝＝Ｉ－｛ｉ｝である．このようなｄ（ｎ）をΩ｛ｉ｝  と表

す．また，§４のグラフⅢによって描かれるｘ，即ち，｛ｋ：Ｖ（ｘ，ｋ）＝｛ｘ｝｝＝｛ｉ，

ｊ｝及び｛ｋ：Ｖ（ｘ，ｋ）＝０｝＝Ｉ－｛ｉ，ｊ｝となるｘをΩ｛ｉ，ｊ｝とする．そ

して，一般に可能世界の集合αに対して，次のような可能世界グラフをＧとする．即ち，

Ｇの先頭の節をｎとするとき，αの任意の元ｉに対して（そしてそのようなｉに対しての

み）ｎ→ｉ→ｎであり，Ｇはそれら以外の縁を有していないとする．このようなＧが描く

対象をΩαとする．このとき，明らかに次の定理が成り立つ（以下のΩα，Ωβにおける
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α，βは可能世界の集合とする）． 

 Ｔ１ Ωα＝ｘ≡｛ｉ：Ｖ（ｘ，ｉ）＝｛ｘ｝｝＝α∧  

         ｛ｉ：Ｖ（ｘ，ｉ）＝０｝＝Ｉ－α  

 Ｔ２ Ω０＝０ 

  Ｔ３  Ωα＝Ωβ ≡ α＝β  

  Ｔ４ ｛ｉ：ｉ⇒Ｅ！Ωα｝＝α 

  Ｔ５ ｘ∈Ωα ⊃ ｘ＝Ωα 

 Ｔ６  Ｅ！Ωα ≡ Ωα∈Ωα 

  Ｔ７  Ωα∈Ωβ ≡｛Ωα＝Ωβ∧Ｅ！Ωα｝ 

 可能世界全体の集合Ｉに対するΩＩは，ＺＦＣＡ＋ＡＦＡで扱われるΩ，即ちΩ＝｛Ω｝

となるΩと同じものとなる．実際，Ｔ１より，｛ｉ：Ｖ（ｘ，ΩＩ）＝｛ΩＩ｝｝＝Ｉだか

ら，∀ｉ（Ｖ（ΩＩ，ｉ）＝｛ΩＩ｝）．従って，∀ｉ∀ｊ｛Ｖ（ΩＩ，ｉ）＝Ｖ（ΩＩ，

ｊ）｝だから，§３のＴ19 より，ΩＩは集合である．それ故，§３のＴ18 より，任意のｉ

に対してΩＩ＝Ｖ（ΩＩ，ｉ）＝｛ΩＩ｝であるから，ΩＩ＝｛ΩＩ｝となる．  

  哲学ではいわゆる個体が問題とされる．もちろん，これに関しては種々の説があるが，

ここでは次のように考える． (３ )  個体というのは，ある種の事態，つまり可能世界の集合

に対応していると考えられる．実際，個体はそれが実在する世界全体の集合に一対一に対

応していると考えられる．それ故，上のＴ３，Ｔ４より，Ωαを個体として扱うことがで

きるだろう．もちろん，すべての事態の集合αに対してΩαが個体とは言えないであろう

が，ここでは個体に対応したαが与えられているとして，Ωαを個体とみなすことにする．  

 個体に対しては個体概念が考えられている．これに関しても種々の説があるが，ここで

は次のように考える．即ち，個体概念はすべての世界に唯一つの対象を対応させる関数に

対応したものであると考える（ここでは対応させる対象がない世界も認めることにする）．

つまり，個体概念はいわゆる固定指示子によって表されるものであるとする．それ故，ｕ

が個体Ωαの個体概念であるということを IC（ｕ，Ωα）とすれば，これは次のように定

義される． 

 Ｄ２ IC（ｕ，Ωα）≡ｄｆ∀ｘ（ｘ∈ｕ⇒ｘ＝Ωα） 

 このように定義した場合，Ｔ５より個体はそれ自身の個体概念となる．日常言語におい

ても，固有名は個体と個体概念の両方を表しているとも考えられる．例えば「ソクラテス

はソクラテスである」と言われるが，これはソクラテスをΩαとすれば，Ωα∈Ωαと解

釈できる．このときＴ６より，Ωαが実在するということは，Ωα∈Ωαと等値である．

さらにＴ７より，Ωαが実在するときは，Ωα∈ΩαとΩα＝Ωαは等値となる．これは

‘∈’を日本語の‘は’や英語の‘be’動詞と同じように用いることができるということ

を表している．これらの事実は，ＭＺＦＣ＋ＭＡＦＡをメタ言語として，日常言語の意味

論をそれにより即した形で構成する可能性を示している．  

  Ｅ！Ωα⇔Ωα∈ｕとなる個体概念ｕを，Ωαの必要十分な個体概念と言う．Ｔ６より，

Ωαは自分自身の必要十分な個体概念である．一般に IC（ｕ，Ωα）となるｕはΩαだけ

とは限らない．しかし，ｕを必要十分なものに限定すれば，明らかにΩαは自分自身の唯

一の個体概念である．また，Ωαが必要十分な個体概念であるということから，任意のｖ

に対して（Ｅ！Ωα⇒Ωα∈ｖ）≡Ωα≦ｖが成り立つ．例えば，Ωαをソクラテス，ｖ
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を哲学者という性質とすれば，ソクラテスが実在すれば必ず彼が哲学者であると言えると

き，ソクラテスは哲学者という性質を本質としているということになる．  

  Ωαの個体概念ｕは，実在が可能であり，また，それが実在する場合，ｕ⊆ｖならばｕ

≦ｖとなるとき，完全個体概念であると言う．即ち，ｕはΩαの完全個体概念であるとい

うことを，CIC（ｕ，Ωα）とすれば，このことは次のように定義される． 

 Ｄ３ CIC（ｕ，Ωα）≡ｄｆ IC（ｕ，Ωα）∧◇Ｅ！Ωα∧ 

               ∀ｖ｛Ｅ！ｕ⇒（ｕ⊆ｖ⊃ｕ≦ｖ）｝ 

 このとき，Ω{ｉ}は自分自身の完全個体概念になる．即ち，CIC（Ω{ｉ}，Ω{ｉ}）であ

る．さらに，必要十分な個体概念のみを考えれば，Ω {ｉ}は自分自身の完全個体概念であ

る唯一の対象である．Ω {ｉ}は個体としての世界全体と考えることができる．それ故，ｉ

が現実の世界のとき，Ω{ｉ}はスピノザの神に対応していると考えられる．  

  哲学以外にも，ＭＺＦＣ＋ＭＡＦＡはインターネット等で用いられる hyper text の記述

にも用いることができると思われる．これには必ずしも可能世界を媒介せずに内包的な内

容を直接記述できるという利点がある．  

 

 注 

(1) ＡＦＡ及びそれに関する用語は次の文献に基づく．ただし，訳語は著者による．  

 P.Aczel, Non-Well-Founded Sets, CSLI Lecture Notes, Vol.14, CSLI 

Publications, Stanford, California, 1988 

(2) ＭＺＦＣに関しては次を参照されたい． 

 永井成男，和田和行著，『哲学的論理学』，北樹出版，1997 年，第Ⅱ部，第３章「事態，

完全個体概念，可能世界」 

(3) このような個体の理論に関しては次を参照されたい．  

 和田和行，「個体の概念について」，論理哲学研究第１号，日本論理哲学会，1999 年  
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